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单变量微积分笔记30——无穷级数和收敛判定

　　希腊的哲学家芝诺曾经辩论说，一支箭永远不能达到它的目标。他说，

首先箭要到达目标距离的一半，然后又必须到达剩余距离的一半，然后还有

一半，这样就没有穷尽。因为这个旅程有无限个部分，所以箭要花费无限的

时间才能结束这个旅程。这就是“芝诺悖论”。芝诺的结论是——时间是

不存在的。尽管他自己也不相信这个结论。这个问题看似诡异，但在数学面

前，神秘荡然无存，破解问题的关键就是无穷级数。

悖论的谜底
　　把芝诺问题用数学表达就是：

　　更普遍的写法是：

 

　　其实很早就有人揭开了悖论的谜底，先将等号两边同时乘以a：

 

　　所以芝诺问题的最终答案是1。需要注意的是，只有当 -1 < a < 1时上

述公式才成立，否则结果将是发散的。

无穷级数
　　对于和几何级数类似的和式，用数学符号表示：

 

　　称SN为部分和，当N→∞时，和式就是无穷极限：
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　　无穷极限S的结果可能是收敛的，有可能是发散的。

无穷级数的收敛性
　　我们感兴趣的第一个问题是无穷级数的收敛性。

 

　　上式的收敛性没有那么明显，应当如何判断？

　　仔细观察上式会发现，它和黎曼和及其类似，如果Δx =1，那么

 

　　需要注意的的，二者接近但并不相等，积分处理的是当Δx→0的情况。

　　对于黎曼和，如果当Δx = 1时使用左矩形公式（数值积分可参考《数

学笔记19——数值积分》），则：

　　如果使用右矩形公式，则：

 

　　综上：

 

　　由于lnN是发散的，所以SN也是发散的。

积分比较判别法

　　上面的例子展示了和式和积分的关系，这样描述“积分比较法”：如果

f(x)是减函数，且f(x) > 0，则：

 

　　和式和积分的收敛性一致。

　　积分比较的基本思想就是用积分代替和式，因为和式通常很难计算，但

和式对应的积分往往很容易，所以需要化繁为简，这也是数学的基本思想。

极限比较判别法

　　与积分比较类似，如果f(x)等价于g(x)，即x→∞时f(x)/g(x) = 1，其中n

> 0, f, g >，则∑f(x)和∑g(x)的收敛性一致。
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比值判别法

　　当积分法和极限法出现困难时，比值法将是一个值得尝试的方案，对于

∑an，an > 0 来说，

 

　　如果L < 1，∑an是收敛的；如果L > 1∑an是发散的；如果L = 1，不能

使用比值判别法。

示例

　　判断下面三个式子的收敛性：

　　

　　a.使用积分判别法

 

　　答案是收敛的，最终结果≈2

　　该求解过程也可以推广到f(x) = 1/nm

　　b.使用极限比较判别法

 

　　结果是发散的。

　　c.使用极限比较判别法

 

　　结果是收敛的。

综合示例
示例1

　　判断下面三个式子的收敛性：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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　　a.使用极限比较判别法

 

　　答案是收敛。

　　b.

 

　　题目是几何级数，答案是发散。

　　c.使用极限比较判别法

　　lnn << n，lnn/n2 << 1/n，所以结果是收敛。

　　d.使用比值判别法

 

　　答案是发散。

　　e.使用比值判别法

 

　　答案是收敛的。

示例2

　　判断下面式子的收敛性：

　　

　　a.使用积分判别法，

 

　　答案是发散

　　b.使用积分判别法，
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· 革命性创新，动画杀手锏 @scroll-timeline

· 戏说领域驱动设计（十二）—— 服务 
· ASP.NET Core 6框架揭秘实例演示[16]：内存缓存与分布式缓存的使用

· .Net Core 中无处不在的 Async/Await 是如何提升性能的？

· 分布式系统改造方案 —— 老旧系统改造篇


最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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